
Ïðåäåë ôóíêöèè è íåïðåðûâíîñòü

×èñëî A ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëîì ôóíêöèè f â òî÷êå x0, åñëè

∀ε > 0∃δ ∈ R : ∀x ∈ (x0−δ;x0+δ)∩D(f)\{x0} : |f(x)−A| ⩽ ε.

1. Âû÷èñëèòå ñëåäóþùèå ïðåäåëû:

(a) lim
x→2

3x2−5
2x+1 ; (b) lim

x→ 1
2

4x2−1
2x−1 ; (c) lim

x→1

3√8x−2x
x2−1 ; (d) lim

x→0

sin x
x .

2. Äàéòå îïðåäåëåíèå lim
x→∞

f(x) = A è âû÷èñëèòå ïðåäåëû

(a) lim
x→∞

x2

x2+1 ; (b) lim
x→−∞

√
5− 2x; (c) lim

x→∞

(
1 + 1

x

)x
.

3. Äîêàæèòå, ÷òî lim
x→x0

f(x) = A ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî äëÿ

ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (xn) → x0, âñå ýëåìåíòû êîòî-
ðîé îòëè÷íû îò x0, âåðíî lim

n→∞
f(xn) = A.

Ôóíêöèÿ íåïðåðûâíà â òî÷êå x0, åñëè lim
x→x0

f(x) = f(x0).

Ôóíêöèÿ, íåïðåðûâíàÿ â êàæäîé òî÷êå îáëàñòè D ⊂ R, íà-
çûâàåòñÿ íåïðåðûâíîé íà D, à ôóíêöèÿ íåïðåðûâíàÿ íà âñåé
îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ íàçûâàåòñÿ ïðîñòî íåïðåðûâíîé.
4. Äîêàæèòå, ÷òî äðîáíî-ðàöèîíàëüíàÿ ôóíêöèÿ íåïðåðûâ-

íà âî âñåõ òî÷êàõ, íå ÿâëÿþùèõñÿ êîðíÿìè çíàìåíàòåëÿ.

5. Ôóíêöèÿ f íåïðåðûâíà â òî÷êå x0, à ôóíêöèÿ g íåïðå-
ðûâíà â òî÷êå f(x0). Äîêàæèòå, ÷òî èõ êîìïîçèöèÿ g ◦ f
íåïðåðûâíà â òî÷êå x0.

6. Ôóíêöèÿ f íåïðåðûâíà íà îòðåçêå. Äîêàæèòå, ÷òî íà í¼ì
(a) f îãðàíè÷åíà;
(b) f ïðèíèìàåò íàèáîëüøåå è íàèìåíüøåå çíà÷åíèÿ;
(c) f ïðèíèìàåò âñå çíà÷åíèÿ ìåæäó íàèáîëüøèì è íàè-

ìåíüøèì;
(d) f ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà, ò.å. ∀ε > 0 ∃δ > 0 :

x1, x2 ∈ [a, b] & |x1 − x2| < δ ⇒ |f(x1)− f(x2)| < ε.

7. Ôóíêöèÿ f : [0, 1] → [0, 1] íåïðåðûâíà. Äîêàæèòå, ÷òî ó íå¼
åñòü íåïîäâèæíàÿ òî÷êà.
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8. Äîêàæèòå, ÷òî íåïðåðûâíàÿ èíúåêòèâíàÿ ôóíêöèÿ ÿâëÿ-
åòñÿ ìîíîòîííîé.

9. Äîêàæèòå, ÷òî ñòåïåííàÿ ôóíêöèÿ xn íåïðåðûâíà (0,+∞)
ïðè âñåõ n ∈ Q.

10. Äîêàæèòå íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèé sinx, cosx, tg x, ctg x,
arccosx, arcsinx, arctg x è arcctg x âî âñåõ òî÷êàõ, ãäå îíè
îïðåäåëåíû.

11. Âû÷èñëèòå ïðåäåëû
(a) lim

x→0

1−cos 4x
x sin 3x ; (b) lim

x→π

x−π
tg 2x ; (c) lim

x→0

1−cos x
x2 .

12. Íàéäèòå ìîùíîñòü ìíîæåñòâà âñåõ íåïðåðûâíûõ íà îòðåç-
êå [0; 1] ôóíêöèé.

13. Ñóùåñòâóåò ëè ôóíêöèÿ f : [0; 1] → [0; 1], êîòîðàÿ
(a) ðàçðûâíà âî âñåõ òî÷êàõ îòðåçêà [0; 1];
(b) íåïðåðûâíà âî âñåõ èððàöèîíàëüíûõ òî÷êàõ è ðàç-

ðûâíà âî âñåõ ðàöèîíàëüíûõ òî÷êàõ ýòîãî îòðåçêà;
(∗) ðàçðûâíà âî âñåõ èððàöèîíàëüíûõ òî÷êàõ è íåïðå-

ðûâíà âî âñåõ ðàöèîíàëüíûõ òî÷êàõ ýòîãî îòðåçêà?


